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1 Einfuhrung

Platonische Korper und insbesondere lkosaeder oder Pentagondodekaeder
faszinieren oft schon alleine durch ihre Proportionen. Durchdringungskorper bieten
durch ihre Verschneidungen und die unterbrochenen Flachen noch mehr Reize.
Diese Reize kdnnen vielschichtiger Natur sein. Paolo Ucello hat 1420 in der Basilica
di San Marco in Venedig wohl als erster das kleine gesternte Dodecaeder in ein
Mosaik ,gezeichnet‘(Abbildung 1). Weit Uber hundert Jahre spater zeichnete der
Nurnberger Goldschmied Wentzel Jamnitzer (1508-1585) 1568 in seinem Buch
Perspectiva Corporum Regularium das grof3e gesternte Dodecaeder (Abbildung 2)
und ndherungsweise das groflte Dodecaeder (Abbildung 3 links unten). Auch eine
Durchdringung von Wirfel und Oktaeder sowie von Dodekaeder und Ikosaeder

(Abbildung 3 rechts oben) wurde von ihm veroffentlicht. Nebenbei bemerkt ist dieses

Buch ein Meisterstlick geometrischen Designs.

Abbildung 1 Abbildung 2 Abbildung 3

Kleiner gesternter GroRer gesternter Dodecaeder | GroBer Dodekaeder (. u.)
Dodecaeder in einem lkosaeder 2. Kupferstich aus einer Serie
Mosaik von P.Ucello Basilika S. |4. Kupferstich zu den Polyeder von | zum lkosaeder von W.

Marco W. Jamnitzer (1568) Jamnitzer (1568)

Wir wollen uns aber hier mehr auf die mathematischen bzw. geometrischen Reize
konzentrieren. Ein wohl erster mathematischer Zugang zu den
Durchdringungskorpern wurde 1619 von Johannes Kepler (1571-1630) in seinem
Buch Harmonice Mundi beschrieben. Hier behandelt er den kleinen gesternten

Dodekaeder und den grol3en gesternten Dodekaeder. Louis Poinsot (1777-1859)
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beschrieb 1809 den groRen Dodekaeder (den Jamnitzer 1568 schon ahnlich
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gezeichnet hatte) und das grofe Ikosaeder.

Abbildung 4: Diese vier Durchdringungskérper, die so genannten Kepler-Poinsot-Kérper, heilen von
links nach rechts: Kleiner gesternter Dodekaeder, groRer gesternter Dodekaeder, grofer Dodekaeder
und groRer lkosaeder.

2 Arten der Durchdringung

Schon auf den bisherigen Bildern erkennt man, dass die Durchschneidungen alle
einen hohen Symmetriegrad aufweisen. Wir wollen uns auch weiterhin nur mit solch
symmetrischen Durchschneidungen beschaftigen. Weiter fallt auf, dass es zwei
verschiedene Arten von Durchdringungen gibt. Zum einen kdnnen sich Flachen bzw.
Polygone durchdringen. Betrachten wir hierzu Abbildung 4. Hier durchdringen sich
beim groRen und kleinen gesternten Dodekaeder 12 Pentagramme, beim grof3en
Dodekaeder erkennt man 12 regelmafige sich schneidende Funfecke. Beim grof3en
Ikosaeder durchdringen sich zwanzig Dreiecke, was aber zugegebener Malien nicht
so leicht zu sehen ist. Wenn wir nun Abbildung 3 betrachten, sehen wir rechts oben
eine Durchdringung von zwei Polyedern. In diesem Fall durchdringen sich ein
Dodekaeder und ein lkosaeder. Man kann also die Durchdringungen in zwei Klassen
einteilen: die Klasse der Polyederdurchdringungen und die Klasse der

Polygondurchdringungen.

2.1 Durchdringende Polygone

Gehen wir hier zunachst einmal naher auf die Durchdringung von Polygonen ein.
Sobald sich Polygone durchdringen hat man keinen konvexen Korper mehr. Es
kénnen sich sogar Polygone durchdringen ohne dass sich ein Korper bildet. So
durchschneiden sich in Abbildung 5 12 regelmalige Flnfecke so, dass sie alle einen
gemeinsamen Umkreismittelpunkt haben. Man konnte also diese Skulptur in eine
Kugel einbeschreiben. Wir wollen hier aber nur solche Falle betrachten, wo sich

Polygone so im Raum schneiden, dass ein Polyeder mit Rauminhalt, also ein Kérper
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entsteht. Auch wollen wir uns der Einfachheit halber auf Durchdringungskorper
beschranken, welche durch kongruente Polygone erzeugt werden. Allerdings lassen
wir zu, dass ,Lucken® durch andere aber ebenfalls kongruente Polygone abgedeckt

werden.

Abb.5: Zwolf Pentagons durchdringen sich in Abb.6: Drei Oktaeder durchdringen sich.

ihrem Umkreismittelpunkt.

2.2 Durchdringende Polyeder

Bei sich durchdringenden Poledern hat man nicht das Problem, dass sich
anschlie3end kein Korper ergibt. Aber auch hier erhalt im Normalfall beim Schnitt von
mehreren konvexen Polyedern einen nicht konvexen Durchdringungskorper. Um
nicht zu komplexe bzw. zu komplizierte Durchdringungskorper zu erhalten, wollen
wir uns hier nur mit Durchdringungen aus regelmafigen konvexen Korpern, also den
Platonischen Korpern beschaftigen. Auch soll die Einschrankung gelten, dass sich
die Durchdringungen aus den Symmetrieeigenschaften der Platonischen Koérper
herauskristallisieren missen. So erhalt man Koérper mit ahnlichen meistens aber
geringeren Symmetrieeigenschaften. In Abbildung 6 ist ein Oktaederdrilling zu sehen.
Dieser entsteht dadurch, dass das blaue und das rote Oktaeder jeweils um eine

zwei-zahlige Symmetrieachse um jeweils 90° herausgedreht wurden.




3 Beispiele
Wir wollen uns nun zwei Durchdringungskérper (siehe Abb.8 und Abb.9) ndhern, die

als Grundkorper den Pentagondodekaeder (Abb.7) haben.

| Abb.7: Das Dodekaeder | Abb. 8: Das Dodekadodekaeder | Abb. 9: Der Wiirfelfiinfling |

3.1 Der Dodecadodecaeder

In Abbildung 8 ist eine Durchdringung von 12 regelmafigen Flnfecken zu sehen
(Siehe auch HOLDEN 1971 S. 119 oder WENNINGER 1971 S. 112.). Allerdings sieht
man, dass die blauen Flnfecke alleine keinen geschlossenen Korper bilden. Die
Licken mussen durch 12 gelbe Sterne (Pentagramme) abgedeckt werden. Vom
mathematischen und didaktischen Standpunkt aus ist es interessant zu untersuchen,
wie diese Durchdringung entstanden ist. Zunachst erkennt man, dass sich aus
Symmetriegriunden die Ecken der blauen Funfecke auf den Kantenmitten des grof3en
Dodekaeders beruhren. Man konnte sich also vorstellen, dass man die
Funfecksflachen des groRen Dodekaeders entlang seiner Kanten in Richtung
Dodekaederzentrum verschiebt. In der Abbildungssequenz 10 erkennt man deutlich,
dass sich die 12 Funfecke gleichmal3ig durchschneiden bis sich die Ecken der
Funfecke berthren. Es gibt noch eine weitere Mdoglichkeit wie das
Dodekadodekaeder entstehen kann (siehe Ludwig 2002). Se basiert darauf, dass
man die Funfecke nicht verschiebt sondern einfach nur solange vergréflert bis sich

die Finfecke wieder an den Ecken berihren.



Abbildungssequenz 10: Die verschiedenen Stufen vom Dodedakederuber bis zum
Dodekadodekaeder.

Nun ist das Erzeugen von Bildern dieses Korpers mit dem Computer eine Sache.
Eine andere ist das aktive Herstellen also der Bau solch eines Korpers. Wahrend
man sich bei der Computersimulation Gedanken Uber die Koordinaten der Eckpunkte
des Korpers machen muss, muss man sich beim Bau Gedanken Uber die Einzelteile
(gelbe Sterne und blaue Rauten) und deren Abmessungen machen. Beim Erstellen
des Bauplans fur den Dodekadodekaeder muss man nicht rechnen kénnen, aber
man braucht geometrisches Wissen. Der Ausschnitt (Abb.11) zeigt, dass man von
einem regelmafigen Funfeck ausgehen darf. Dem Funfeck ist ein (gelbes)
Pentagramm so einbeschrieben, dass es die Seitenmitten berthrt. Die
Pentagrammeseiten sind damit parallel zu den Flinfecksseiten. Daraus folgt nun,
dass die Kantenlange der blauen Rauten gleich der halben Kantenlange des
regelmafligen Funfecks ist und ein Rautenwinkel dem Innenwinkel (108°) des
regelmanigen Flunfecks entspricht. Drei Rauten bilden eine ,Korperecke® und man
kann so ein Netz fir diese Einstllpung angeben. Damit sind alle Bauteile (siehe Abb.
12) bestimmt und wir kdnnen mit dem Bau beginnen. Man muss sich jetzt nur noch
klarmachen wie viele Sterne und wie viele ,Kérperecken man herstellen muss. Ein
Blick auf das Dodekaeder zeigt uns, dass es zwolf Sterne und zwanzig

.Korperecken® sind.




Abb.11:Ausschnitt aus dem Abb. 12: Die Schablonen fur das Pentagramm

Dodekadodekaeder und die dazu passenden drei Rauten.

3.2 Der Wiurfelfunfling

Auch der Wurfelfunfling hat als Grundgerist das Pentagondodekaeder. Bei diesem
Durchdringungskorper muss man sich erst einmal klarmachen, dass sich hier wirklich
funf Warfel durchdringen (siehe auch ADAM UND WYSs 1994 S.103 oder CUNDY AND
ROLLETT 1971 S.135). Dies gelingt indem man sich erst einmal verdeutlicht, dass
man einen Wirfel in ein Dodekaeder einbeschreiben kann. In Abbildung 12 ist ein
Kantenmodell eines Korpers einbeschrieben, von dem wir nachweisen wollen, dass
es sich um einen Wurfel handelt. Alle Kanten dieses Korpers haben die gleiche
Lange, weil die Kanten des Korpers immer eine Diagonale eines Flnfecks sind. Nun
besitzt das Dodekaeder auf Grund seiner Symmetrieeigenschaften mehrere
Spiegelebenen. In Abbildung 13 ist eine der 15 Spiegelebenen zu sehen. Die Kanten
des roten Modells stehen also alle senkrecht aufeinander. Das rote Kantenmodell ist

also in der Tat ein Wurfel. In Abbildung 14 ist er zu sehen.
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Abb. 12: Die Kanten sind

Flnfeckdiagonalen

Abb. 13: Die Symmetrieebene

verdeutlicht die rechten Winkel

Abb. 14: Der einbeschriebene
Wiirfel im Dodekaeder.

Das Pentagondodekaeder hat eine flinf-zahlige Drehsymmetrie bzgl. der

Flachenachsen. Es gibt also funf paarweise verschiedene Moglichkeiten den roten

Wiirfel in das Dodekaeder einzubeschreiben. In Abbildung 15 sehen wir den blauen

Wiirfel, der um 72° gegenuber dem roten Wirfel weiter gedreht wurde. Auf diese

Weise kann man funf verschiedene Wirfel einbeschreiben (siehe Abbildung 17).

Abb.15: Der blaue Wiirfel wird
um 72° gegenlber dem roten

gedreht.

Abb. 16: der dritte Wiirfel ist

einbeschrieben.

Abb. 17: Der Wirfelfinfling ist
komplett.

Der Bau dieses Durchdringungskorpers ist ein wenig komplizierter als der in 3.2

besprochene. Auch hier muss man sich zunachst um die einzelnen Bauteile

kiimmern. Wir erkennen deutlich (siehe Abb. 17), dass die Kanten der flnf

verschiedenen Wurfel auf jeder Dodekaederseite ein Pentagramm bilden. Die

Wirfelkanten werden also im Verhaltnis 1:0:1 geteilt (wobei o = %(\/g—l)z 0,618...).

Nachdem dies fur jede Wirfelkante gilt, kann man so die Schablonen flr die

einzelnen Bauteile erzeugen, indem man die Kantenschnittpunkte Uber eine
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Quadratseite (siehe Abb. 20) miteinander verbindet (Was im Modell durch die
Schnitte mit den anderen Wirfel ohnehin geschieht.). Die Abbildungen 18, 19 und 20

zeigen dies.

0.618...

Abb. 18: Der komplette Funfling | Abb. 19: Das Gerdist fiir jede Abb. 20: Das ist die Schablone
Wiirfelfarbe. aus der die Bauteile hergestellt

werden.

Insgesamt muss man fur jeden der funf Wurfel zwolf Kanten in einer Farbe
herstellen, macht also 60 Kanten. Jede Kante besteht aus drei Bauteilen. Somit muss
man 180 Bauteile zurechtschneiden. Wir haben den Korper somit in seine ,atomaren”

Bestandteile zerlegt.

4 Zusammenfassung und Ausblick
Wir sind mit der Aussage gestartet, dass Platonische Korper und erst recht

Durchdringungen faszinieren. Dass dies so ist belegen verschiedensten Aufsatzen,
Blcher und Webseiten (z.B. ADAM UND WYSS 1994, CUNDY und ROLLETT 1997, HART
2002 und www.georgehart.com, LubwiG 2002, ZEITLER 2001 u.s.w.). Aber nicht nur

Mathematiker und Didaktiker interessieren sich fur die symmetrischen Korper
sondern auch Schulerinnen und Schuler haben ihren mathematischen Spald am Bau
und Berechnen dieser Compounds (englisch fur Verbundkdérper)(z.B. LubwiG 1996
und 1998). Schiler kdnnen so fasziniert von diesen Korpern sein, dass sie ganze
Ausstellungen und ,Korperwelten® erschaffen. Sie kdnnen gar nicht mehr mit dem
.Basteln“ aufhéren. Nur wo bleibt die Mathematik? Im vorliegenden Aufsatz findet
man keine einzige Berechnungsformel. Das ist auch gut so, denn alle
Seitenverhaltnisse lassen sich aus einem regelmafigen Flinfeck mit Zirkel und Lineal

ableiten. Ist das nicht auch wieder erstaunlich wie wenig Mathematik man braucht,
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um die Entstehung solch komplexer Koérper zu verstehen und Bauplane fur Sie zu
erstellen. Aber genau das ist doch auch ein Wesenszug der Mathematik: zunachst
komplexe Strukturen auf ihre Bestandteile hin zu analysieren und sich dann Uber die
Einfachheit und den ,atomaren® Aufbau der Struktur erfreuen.

AbschlieRend bleibt zu sagen: Das Koérperbasteln oder Koérperbauen besitzt immer
zwei Komponenten, eine mathematische und die handwerkliche. Beide
Komponenten erganzen sich hervorragend. Einerseits benodtigt man das Handwerk,
um das mathematische Wissen umzusetzen. Andererseits braucht man die
Mathematik um Uberhaupt die Bauplane erstellen zu kdnnen. Wenn dann beim Bau
des Korpers alles passt, kommt immer ein besonders befriedigendes Geflihl auf,
welches auf beiden Komponenten beruht. Einerseits weils man, dass man richtig
gerechnet bzw. konstruiert hat und anderseits ist das Ergebnis auch nur durch eine
gute handwerkliche Leistung moglich. Dieses Gefuhl, welches das Selbstvertrauen in
die eigenen Fahigkeiten besonders fordert kann man den Schulerinnen und Schulern

eigentlich nicht oft genug vermitteln.
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